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Algebra boolean

- Valori: FALSE(=0); TRUE(=1); operatori: NOT, AND, OR
* Applicazioni:
- analisi dei circuiti digitali (descrizione del funzionamento in modo economico);

- sintesi (progettazione) dei circuiti digitali (data una certa funzione logica, svilupparne
una implementazione efficiente).

Algebra di Boole

operatori

teoremi e
@ proprieta
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Costanti

- L'algebra di Boole si basa su due soli valori, normalmente indicati con
0 (FALSO) ed 1 (VERO).

« Sono anche detti “valori logici”, e corrispondono ai valori che possono
assumere i bit.

Algebra di Boole

teoremi e
@ proprieta
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Operatori

Sono definiti da tabelle che esaustivamente ne descrivono il
comportamento (il numero di combinazioni di valori di ingresso e
finito)

Le tabelle vengono dette “tavole di verita”

Spesso si utilizzano anche descrizioni di tipo funzionale

Algebra di Boole

teoremi e
@ proprieta
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| Universita di Foggia - CdL in Ingegneria del Sisteml Logistict per L'Agroalimentare

Operatori

Si possono utilizzare diverse notazioni:

- porte logiche (corrispondono ai dispositivi elettronici che svolgono
la funzione dell’'operatore);

- notazione algebrica;

- tavole di verita;

- mappe di Karnaugh.

Algebra di Boole

teoremi e
@ proprieta
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J=AB
U =A-B
JU=A AND B

U=AAB A'B = 0 se almeno un
ingresso vale O

A-B = 1 se entrambi
gli ingressi valgono 1
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A+B = 1 se almeno
un ingresso vale 1
A+B = 0 se entrambi
gli ingressi valgono 0
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Priorita degli 0
Priorita

» In assenza di parentesi, AND ha la priorita sull’OR ed il NOT su
entramba:

NOT - AND =2 OR

<+ Esempi:

AORBANDC=A+B-C=A+(B-C)

NOTAANDC =NOTA-C=(NOTA)-C=A-C
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+ Principio di dualita
se un‘espressione booleana é vera, lo € anche la sua duale

1l DUALE di un’espressione booleana si ottiene:
» scambiando AND con OR

(OR-AND , AND=OR)
» scambiando TRUE (1) con FALSE (0)
(0=1, 1-0)

¢ Postulati

» Le proprieta commutativa, distributiva, identita, inverso sono postulati:
assunti veri per definizione.

» Le altre proprieta sono teoremi dimostrabili.
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OR (duale)
 [dentita . O+x=x

* Elemento 0 . l1+x=1

* [dempotenza
* [nverso
 Commutativa
* Associativa

AND rispetto a OR OR rispetto a AND
Distributiva x(y+z)=xytxz | x +yz=(x+z)(x+y)
[ assorbimento | x'(x +y)=x xX+txy=x

[l assorbimento| x'(~x +y)=xy xXt+t~xy=x+y

* De Morgan (xy)=}+§ (x'*')’):;';’
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U=A-B
U=A NAND B
U= —(A+B)
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U = A+B
JU=A NOR B
U= — (A+B)
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U=A XOR B

mappa a scacchiera
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LD Lniversita di Foggia - L in tngegneria dei Sistemi Logistici per L'Agroalimentare

A®B=AB +AB

Tre possiloil,i descriziont funzionall:
1. complementare p'LLotato
ok compa vyatore

3. gewneratore oL pariti

Corso di Sistemti di Elaborazione (I Modulo) - Prof. Crescenzio Gallo
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A ® B = AB + AB (complementatore pilotato)

seA=1 »> U

A (controlio)
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seA#zB —» U
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se e solo se Il numero di
Ingressi a 1 e dispari

bit di parita
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Quale e il numero minimo di porte con cui e possibile implementare tutte le altre?

< Con la legge di De-Morgan riusciamo a passare da 3 a 2:

» con NOT e AND si1 ottiene OR:

NOT( NOT(A) AND NOT(B) )= A OR B

< E’ possibile usarne una sola?

» Si, ad esempio la porta NAND e la NOR che sono chiamate
porte universali
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ONORA = ANORA
(A NOR B) NOR 0

(A NOR 0) NOR (B NOR 0)
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= 1NAND A = ANAND A
= (A NAND B) NAND 1

(ANAND 1) NAND (B NAND 1)

:>—notA
}“} Aand B

)0—
)D_,-
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Esempio:  F(A,B,C)=A-B+B-C
3 variabili: F= f(A,B,C) =2 2° = 8 combinazioni possibili delle variabili

Circuito logico Tabella di verita
AB C A°B

"
=3
O
=3
@
-

350 ¢

== 000000
OQEHEHEOOO =00
OO0 0OH+OO

Data una funzione F,
esistono infinite espressioni e infiniti circuiti,

ma una sola tabella di verita che la rappresenta.
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Problema della sintesi (progetto) di circuiti combinatori:

Come passare da tabella di verita
a espressione logica circuito digitale?

Data la tabella di verita:

AB C
00

F = se e solo se:

A=0ANDB=1ANDC=0

— o
A=1ANDB=1ANDC =0
OR

A=1ANDB=1ANDC=1

= OO0 KOO
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o [ [ [ [
Sintesi di circul
F=1 se e solo se: F =1 see solo se:

A=0ANDB=1ANDC=0 [Z=1and13=1andc_:=1) or

OR ‘
A=1ANDB=1ANDC=0 [A=1andB=1andE=1)or

OR
A=1ANDB=1ANDC=1 (A=1and B=1and C=1)

" 4

F=1seesolose: ABC=1 or ABC=1 or ABC =1
F=1 seesolose: ABC+ ABC + ABC =1

F = ABC + ABC + ABC

2| corso di Sistemi di Blaborazione (1 Modulo) - Prof. Crescenzio Gallo




La | forma can

B

s A By B-C % ABC +ABC 3 ABC

v A A
~\1 ,//" y ,
Implicante: '\ /

Prodotto delle vamabll.l (m forma naturale o negata)
per le quali la funzlone vale 1

\ ,'( /"
\J

Mintermine m;: ¥
implicante che contiene tutte le » variabili della
funzione (e.g. ABC).

=== O0O00O0OP»
00RO O|W
— OO OO
=~ =~ 000, O0OO0OM

0
Prima forma canonica (SoP): F = 2 m, . O=2

Prima forma canonica (SoP) di F:
la somma logica dei suoi mintermini
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Considero i MINTERMINI (casi in cui:

< MINTERMINI: prodotti di tutte le variabili, con le variabili
NEGATE se nella tabella di verita sono 0, NATURALI se sono 1

Prima forma canonica (SoP): F = ﬁ m, , 0=2
=]

@

= = = OO0OO »
H =00 OO @
= O = O OO

= - O 0O 0O, OO N
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| forma canonica: dall’espre

F = ABC + ABC + ABC
Circuito a due stadi:

1. Stadio AND: Q porte AND a n ingressi, una per ogni mintermine
2. Stadio OR: 1 porta OR a Q ingressi

Inputs

A
B
c

)| Corso di Sistemt di Elaborazione (1 Modulo) - Prof. Crescenzio Gallo
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Esercizio: funzione mag

Funzione logica di 3 variabili =» 3 ingressi, 1 uscita
1. Costruzione tabella di verita o espressione logica
2. Trasformazione a forma SOP
3. Eventuale semplificazione

F(A,B,C)= ABC + ABC + ABC + ABC =
= ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC =
= AB(C + C)+ AC(B + B)+ BC(A + A) =
=AB+ AC+ BC

=== |O|O|OC|O|>»
- |= Ol |=|OO|lO0O D
= Ol |O|=|O|=|OIDO
=l = 10|= 110|010
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Il forma canonica

Seconda forma canonica di F(A,B,C):.
<+ Approccio DUALE rispetto alla I forma canonica:

considero i casi in cui: F = 0

m—

== == 0000 |»
= = 0000 |B®
= OO OO IO
-~ - 000 OO |

F=0 seesolose:

A=0 and B=0 and
OR

A=0 and B=0 and
OR

A=0 and B=1 and
OR

and B=0 and
OR

and B=0 and
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Sintesi della funzione logic

F =0 se e solo se:

Z=land§=land5=l) or

F = 0 seesolose:

A=0 and B=0 and C=0
A=0 and B=0 and C=1
A=0 and B=1 and C=1
A=1 and B=0 and C=0

A=1 and B=0 and C=1 l

A=land B=1and C=1) or

(

(4 )
( A=land B=land C= l)or
(

(A=1and B=1and C =1

A=1and B=1and C = 1) or
)

F=0 seesolose: ABC=1o0or ABC=10r ABC=10orABC=1o0r ABC =1

F=0 see solo se: (ABC + ABC + ABC + ABC + ABC) 1

F = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC

h
3
2
VW
E
G
S
Y
<
-}
N
V
a-
-
Q
b=
Y ﬂ
i
E
V
40
Y g
)
[\
V
S
S
PR Y
s
W
2
Y
V
D
s
2
(PR Y
J
S
Q
|
S
LY
Y
N}
Q
W
-
S
Y
5
0
D
>
[N 3
<
hY
S

& )| Corso di Sistemi di Elaborazione (I Modulo) - Prof. Crescenzio Gallo




Il forma canonica

Nuova definizione di F:
<+ Elenco dei termini percui: F =

4

F=)M, W <2V
2

Maxtermine, M;: 4

Prodotto di tutte le variabili di ingresso al quale corrisponde
un valore di funzione F =0

I forma can.: F=§mj , 02" —— Q+W=2N

=1
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Il forma canonica

Esprimiamo F come: somma di MAX-termini:

@)

FmA-B+B-C

== == 0000 >
=~ - OO0 00 W
= O = 0O = 0O = O

- = 000 OO T

o W
F=2Mi
v

F =ABC + ABC + ABC + ABC + ABC
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Il forma canonica: PoS

F =ABC + ABC + ABC + ABC + ABC
Negando entrambi i membri
ed applicando il II teorema di De Morgan si ottiene:

?=F=(A+B+C)(A+B+E)(A+§+E)(Z+B+C)(Z+B+E)

\

In generale: Il Forma Canonica - PoS (Product of Sums):
Prodofto delle somme rappresentanti i

14
E = 2 M., Ws P MAXtermini negati
i=1

-

W
M. |=(2° Th. De Morgan) = HM,.
i=1

M-=ab-c —> M. =a+b+c
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Somma di prodotti

¢ I termini-somma sono i casi in cui:

M, =0——>F =0,

(@)

== O0O0O0OO »
~~OoOOrRRROO B

O, O, OF O
= = 0000 OO M
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Circuito in Il forma canonic

Circuito a due stadi:
1. Stadio OR: W porte OR a n ingressi, una per ogni MAXtermine
2. Stadio AND: 1 porta AND a W ingressi

F=(A+B+C)(A+B+E)(A+1_9+E)(Z+B+C)(Z+B+E)
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Valutazione di un circuito

Criteri di valutazione delle prestazioni:
Semplicita (area)

» numero di porte in totale

Velocita (tempo di1 commutazione)

» numero di porte attraversate

Soddisfazione di altr1 vincolx
» potenza dissipata,

» facilita di debug...
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